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ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 

ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СТОЧНЫХ ВОД НА ОРОСИТЕЛЬНЫХ 

СИСТЕМАХ НА ОСНОВЕ МЕТОДА ДИНАМИЧЕСКОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Целью работы является эколого-экономическое обоснование использования 

сточных вод на оросительных системах на основе метода динамического программиро-

вания. Мелиорация земель сопряжена с интенсивным антропогенным воздействием 

на природную среду, поэтому разработанная эколого-экономическая модель на основе 

метода динамического программирования позволит провести многоуровневую эколого-

гидрологическую оценку состояния участков, орошаемых сточными водами. В основу 

разрабатываемой модели положена конфигурация иерархически управляемой динами-

ческой системы, которая включает в себя: источник воздействия верхнего уровня  

(Ведущий), источник воздействия нижнего уровня (Ведомый), управляемую динамиче-

скую систему (УДС). Динамическое программирование в широком смысле представля-

ет собой оптимальное управление процессом посредством изменения управляемых па-

раметров на каждом шаге и, следовательно, воздействие на ход процесса, изменяя на 

каждом шаге состояние системы. В модели приняты две ассоциированные с управляе-

мой динамической системой группы субъектов: Ведущий и Ведомый, из которых Ве-

домый непосредственно воздействует на систему в своих интересах, а Ведущий следит 

за соблюдением этих объективных интересов, располагая возможностью воздействия 

на Ведомого, при этом непосредственное воздействие Ведущего на систему отсутству-

ет. Моделирование позволяет определить основные свойства эколого-мелиоративной 

системы, законы развития и взаимодействия с окружающим миром, определить 

наилучшие способы управления эколого-мелиоративной системой для достижения за-

данных целей, прогнозировать прямые и косвенные последствия реализации разных 

форм и способов воздействия на экологический объект. С помощью динамической мо-

дели можно регулировать степень очистки сточных вод, предназначенных для ороше-

ния, на основе экологической емкости агроландшафта.  

Ключевые слова: грунтовые воды, динамическое программирование, загрязне-

ния, сточная вода, оросительные системы, орошаемые земли. 
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ECOLOGICAL-ECONOMIC SUBSTANTIATION OF WASTEWATER 

UTILIZATION ON IRRIGATION SYSTEMS BASED ON DYNAMIC 

PROGRAMMING METHOD 

The aim of the work is the ecological and economic substantiation of effluents utiliza-

tion in irrigation systems on the basis of dynamic programming method. Land reclamation is 

associated with intensive anthropogenic environmental impact; therefore the developed eco-

logical and economic model based on the dynamic programming method will allow carrying 
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out a multi-level ecological and hydrological assessment of the wastewater-irrigated plots. 

The developed model is based on the configuration of a hierarchically controlled dynamic 

system, which includes: the impact source of the upper level (Master), the impact source of 

the lower level (Slave), the managed dynamic system (MDS). Dynamic programming in the 

broad sense is the optimal control of the process by changing the controlled parameters at 

each step and, consequently, influencing the process, changing the state of the system at each 

step. Two groups of subjects associated with the managed dynamic system are admitted in the 

model: Master and Slave, where Slave directly influences the system in its own interests, and 

Leader ensures observance of these objective interests, having the opportunity to impact on 

Slave without the Leader’s direct influence on the system. Modeling allows determining the 

main properties of the ecological meliorative system, the laws of development and interaction 

with the outworld, the best ways of managing the ecological-meliorative system to achieve the 

set goals, to predict the direct and indirect consequences of implementing different forms and 

methods of influencing the ecological object. Using the dynamic model, it is possible to regu-

late purification index intended for irrigation, based on ecological capacity of cultivated lands.  

Keywords: groundwater, dynamic programming, pollution, wastewater, irrigation sys-

tems, irrigated land. 

Введение. Россия занимает второе место в мире по валовым ресур-

сам пресной воды (после Бразилии), а по водообеспеченности в расчете 

на душу населения – третье место среди крупных стран (после Канады и 

Бразилии). Особенностью использования водных ресурсов в России являет-

ся его низкая эффективность, но наиболее опасны аварийные сбросы за-

грязненных вод, связанные с авариями на очистных сооружениях, и неле-

гальные сбросы сточных вод в обход очистных сооружений в ночное время. 

Это приводит к интенсивному загрязнению поверхностных и в отдельных 

случаях подземных источников водоснабжения. В результате порядка 35 % 

проб воды в этих источниках не соответствуют стандартам качества. В Рос-

сии ежегодный ущерб от загрязнения водных объектов в первые годы ново-

го тысячелетия составлял в среднем около 70 млрд руб. (в ценах 2001 г.), и 

в последние годы этот показатель продолжает расти [1–3]. В технических 

решениях современных оросительных систем допускается использование 

сточных вод, что позволяет сократить потребление удобрений и чистой 

воды для орошения. Однако сточные воды в зависимости от их качества 

почти всегда нуждаются в очистке [4–6].  

Сложившаяся тенденция систематического поступления и накопле-

ния загрязняющих веществ в поверхностных и подземных водах вызвала 



Научный журнал Российского НИИ проблем мелиорации, № 3(27), 2017 г., [32–42] 

 

3 

необходимость в разработке иерархических динамических систем управ-

ления экологической обстановкой на территориях орошаемых земель. 

Целью работы является эколого-экономическое обоснование исполь-

зования сточных вод на оросительных системах на основе метода динами-

ческого программирования. 

Материалы и методы. В основу разрабатываемой модели положена 

конфигурация иерархически управляемой динамической системы, которая 

включает в себя [7–9]: 

- источник воздействия верхнего уровня (Ведущий); 

- источник воздействия нижнего уровня (Ведомый); 

- управляемую динамическую систему (УДС). 

При формировании модели определены следующие допущения: Ве-

дущий воздействует на Ведомого, а Ведомый на управляемую динамиче-

скую систему, при этом непосредственное воздействие Ведущего на систе-

му отсутствует. Ведущего и Ведомого в комплексе можно выделить в инте-

гральный источник влияния на управляемую динамическую систему. 

Общая задача иерархического управления динамической системой 

имеет следующий вид:  
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где ))(...,),(()( 1 txtxtx n  – вектор состояния управляемой динамической си-
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стемы в момент времени t ; 

))(...,),(()( 1 tvtvtv p  – вектор управляющих воздействий Ведущего 

на Ведомого в момент времени t ; 

)(tV  – область допустимых управлений Ведущего в момент t ; 

))(...,),(()( 1 tututu m  – вектор управляющих воздействий Ведомого 

на управляемую динамическую систему в момент времени t ; 

))(),1(,( tvtxtU   – область допустимых управлений Ведомого в момент t ; 

))(ξ...,),(ξ()(ξ 1 ttt r  – вектор неконтролируемых внешних воздействий 

на управляемую динамическую систему в момент времени t ; 

)(tE  – область возможных значений внешних факторов в момент t ; 

))(,( tvtgv  – целевая функция Ведущего в момент t ; 

vJ  – целевая функция Ведущего за период ],0[ T ; 

))(),(),1(,( tvtutxtgu   – целевая функция Ведомого в момент t ; 

uJ  – целевая функция Ведомого за период ],0[ T ; 

))(),(),(,( ttutxtf   – оператор перехода управляемой динамической 

системы из состояния в момент t  в состояние в момент 1t ; 

)...,,( 0010 nxxx   – известное начальное состояние управляемой динами-

ческой системы; 

T  – период прогнозирования; 

  – совокупность диапазонов значений области состояния управляе-

мой динамической системы (экосистемы). 

Результаты и обсуждения. Рассмотрим следующий пример, в кото-

ром ограничимся наличием двух ассоциированных групп с управляемой 

динамической системой субъектов: Ведущего и Ведомого, из которых Ве-

домый непосредственно воздействует на систему в своих интересах  

(вообще говоря, не совпадающих с интересами системы), а Ведущий сле-

дит за соблюдением этих объективных интересов, располагая возможно-

стью воздействия на Ведомого, кроме того, Ведущий может иметь и соб-
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ственные субъективные интересы. Ведомый интерпретируется как источник 

воздействия на экосистему. При этом возникает иерархически управляемая 

динамическая система, исследование которой мы и проведем. Пусть на по-

верхности земли расположен точечный источник загрязнения (сточные во-

ды (СВ). СВ содержат некоторое загрязняющее вещество. Обозначим: 

Н  – глубина залегания грунтовых вод, м; 

 ht,π  – количество загрязняющего вещества, мг/кг в момент t  

на глубине h  почвы, м; 

 tm  – объем СВ в момент t  в точке 0h , т. е. полив сточными во-

дами, м3; 

 tp  – доля объема СВ, подвергаемая очистке в момент t ; 

 ta  – стоимость очистки половины объема СВ на момент t , руб.; 

 h  – доля разбавления загрязняющего вещества грунтовыми вода-

ми на  h,0 ; 

 hV  –расход грунтовых вод в точке h , м3/сут; 

v  – скорость впитывания влаги в почву, мм/ч; 

c  – предельно допустимая концентрация данного загрязняющего 

вещества, мг/кг; 

  – коэффициент естественного распада загрязняющего вещества; 

 h0π  – начальное (фоновое) распределение загрязняющего веще-

ства в почве, мг/кг. 

Положим,   vkhh / , где k  – коэффициент самоочищения почвы, и 

возьмем функцию затрат на очистку стоков в виде: 

    pappg  1/ .  

Сохраняя смысл задачи иерархического управления, применим фор-

мализацию с непрерывным временем в отрезке  Т,0 . Тогда задачу пони-

жения концентрации загрязняющего вещества в почве до предельно допу-

стимой за период Т  при минимальных затратах на очистку можно сфор-
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мулировать в виде: 

   
  tp

T

v dttpgJ min
0

 , (1) 

           vhtmvhtpvkhhttht //1/1,/,  , (2) 

    hh 0π,0π  , (3) 

    hcVhT ,π , (4) 

   10  tp , (5) 

   Mtm 0 , (6) 

где М  – максимальная величина сброса, м3. 

В терминах модели иерархического управления: 

 ht,π  – состояние УДС с учетом пространственно-временного рас-

пределения; 

 tm  – управляющее воздействие Ведомого; 

 tp  – управляющее воздействие Ведущего. 

В данной постановке Ведомый трактуется как безразличный (его инте-

ресы не учитываются), механизм адаптации вынесенный (деятельность 

по очистке). Здесь присутствует и встроенный механизм адаптации  h , 

но его действие незначительно по сравнению с  tp , особенно при малых h . 

С математической точки зрения система (2)–(6) представляет собой 

краевую задачу для уравнения в частных производных с запаздыванием, 

исследование которой затруднено. 

В качестве упрощенной иллюстрации рассмотрим случай, когда время 

добегания vh/  от места сброса до точки h  небольшое (т. е. динамику за-

грязнения вблизи места сброса). Тогда вместо условий (2)–(6) можно записать: 

       ttmtpdtd π1/π  , (7) 

   0π0π  , (8) 

   VсT π , (9) 



Научный журнал Российского НИИ проблем мелиорации, № 3(27), 2017 г., [32–42] 

 

7 

где 0π  – начальное количество загрязняющего вещества, м3;  

V  – расход грунтовых вод (оба – в месте сброса). 

В случае постоянной нагрузки   mtm   задача (1), (7)–(9) представ-

ляет собой задачу оптимального управления с подвижным правым концом 

(можно рассматривать варианты свободного или закрепленного времени). 

Замена условия (9) более сильным требованием: 

   Vсt π , Tt 0 ,  

приводит к задаче оптимального уравнения с ограничением на фазовую 

переменную. 

Рассмотрим случай закрепленного времени (содержательно эта по-

становка выражает требование обеспечить соответствие предельно допу-

стимой концентрации через заданный отрезок времени T ). 

Пусть   ata  . Функция Гамильтона имеет вид: 

               ttpmttptapH π1ψ1/ψ,π,ψ 10  ,  

где  tψ  – сопряженная переменная. 

Согласно принципу максимума Понтрягина [10],  tψ  – постоянная 

сопряженная неположительная функция. Обозначим   0ψψ0 t . 

Из уравнения для сопряженной переменной π//ψ1  Hdtd  нахо-

дим   tCt  eψ 11 . 

Необходимое условие максимума дает: 

       tmtptаpН 1

2

0 1//0  ,  

откуда оптимальное управление: 

          2/12/1

10

* /e1ψ/ψ1 maCtmtatp t , (10) 

где 1/ψ CC . 

Условие трансверсальности на правом конце дает: 

 0eθψ 1

10   TC ,  

где  10 ,   – вектор, касательный к лучу Vc . Тогда: 
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 0eθ/eθ/ψ 01

1   TTCC ,  

откуда с учетом (10) оптимальное управление есть 

      tТтаtp  5,02/1* е/1 ,  

а оптимальная траектория 

      tTt maet   5,02/11

0

* e2 .  

В общем случае переменной нагрузки  tт  задача (1), (7)–(9) пред-

ставляет собой дифференциальную игру с Природой, управление которой 

есть  tт , а целевая функция constuJ . 

Применение принципа гарантированного результата ведет к антаго-

нистической игре, в которой наихудшая для целеустремленного игрока 

(механизмов адаптации) ситуация возникает, очевидно, при выборе При-

родой максимально возможного значения своей управляющей переменной 

  Мtт  . 

Поэтому антагонистическая дифференциальная игра сводится к уже 

исследованной задаче оптимального управления и оптимальная гаранти-

рующая стратегия адаптации должна иметь вид: 

      tТМаtp  5,02/1* е/1 ,  

что ведет к оптимальному гарантированному результату: 

     TаМtJ T

v   5,02/11* е2 .  

Заключение. Мелиорация земель сопряжена с интенсивным антро-

погенным воздействием на природную среду, поэтому разработанная эко-

лого-экономическая модель на основе метода динамического программи-

рования позволит провести многоуровневую эколого-гидрологическую 

оценку состояния участков, орошаемых сточными водами. В модели 

иерархически управляемой динамической системой Ведомый (загрязняю-

щее вещество) оказывает непосредственное влияние на УДС, что позволя-

ет оптимизировать отдельные критерии процесса распределения загрязня-
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ющих веществ в профиле почвенного горизонта, и Ведущий (почвенный 

горизонт) не воздействует непосредственно на Ведомого. Моделирование 

позволяет определить основные свойства модели эколого-мелиоративной 

системы, законы развития и взаимодействия с окружающим миром, опре-

делить наилучшие способы управления эколого-мелиоративной системой 

для достижения заданных целей, прогнозировать прямые и косвенные по-

следствия реализации разных форм и способов воздействия на экологиче-

ский объект. С помощью динамической модели можно регулировать сте-

пень очистки сточных вод, предназначенных для орошения, на основе эко-

логической емкости агроландшафта.  
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